0Z OBEGIN TUMLEYENi KUME MiDiR, OZ OBEK MiDiR? !

Ahmet inam”

Bu calismada Russell Paradoksunun ¢oziilmesi i¢in olusturulan aksiyomatik
sistemlerden Von Neumann, Bernays, Godel ve Morse’un gelistirdigi yap1 icinde,
Lemmon’un deginmedigi bir sorunu irdelemeyi amagliyorum.

Kiimeler kuraminin, soziinii ettiim sistem icinde, Obekler iizerine kuruldugunu
soyleyebiliriz. Obek, tipki € gibi tanimsiz birakiliyor. Obek, temelde, Russell paradoksunu?
c6zmek icin iki ayriliyor: 1. Oz dbek ve Kiime

Ozobegin tanimi: Ozox <> Vy (xgy)

Kiimenin tanimi: Kiim x <33y (xey)

Bu yazida irdelenecek sorun sudur: Acaba 0z ©begin tiimleyeni nedir? Sistemde,

kiimenin tiimleyeninin 6z 6bek oldugu kanitlanmistir.®

vx (Kiim x — 0z6 ~x) (1)
burada ~x, x 6beginin tiimleyeni anlamindadir.

Ornegin su 6nerme bir teorem midir?

Vx (0z6x — Kiim ~x) 2)
ilk bakista 6yle goriiniiyor. Ornegin E’nin, evrensel dbegin tiimleyeni &, bos kiimedir. x,
yerine E yazdigimizda, yukaridaki énerme dogru oluyor! (Bos kiime, &, aksiyom geregi,
kiimedir!)

Peki asagidaki 6nerme i¢in ne diyebiliriz?

vx (0z6x — 0z6 ~x) 3)

! Sevgili Hocam Teo Griinberg, samirim 1980 yiliydi, beni masasimin basina oturtmus, 6nce Russell
Paradoksunu anlattiktan sonra, “bak bundan sdyle kurtuluyoruz” diyerek, kiime ve 6z 6bek tanimlarini
yapmusti. Simdilik “birey” ve “0bek™ kavramlarinin eklendigi bir kiimeler kuraminda karar kilmisa
benziyor. (Sembolik Mantik El Kitabi, Cilt 3, Metu Press, Ankara 2000, s. 65-127) “Simdilik”
diyorum, hocam her zaman diisiincelerini yeniler, her dem taze diisiincelerle doludur. Bu yazimda ben
yalnizca 6zobek ve kiimeyi goz Oniine alan E. J. Lemmon’un monografisine bagh kalacagim.
(Introduction to Axiomatic Set Theory, Routledge and Kegan Paul, London, 1968).
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? Russell paradoksunun kisa bir agiklamas i¢in Tiirk¢e kaynaklardan biri Teo Griinberg, Sembolik
Mantik, Cilt 3, Metu Pres, Ankara, 2000, s. 88-90.
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acaba hangisi teoremdir, (2) mi, (3) mii? (3)’tin yanhs oldugu daha dogrusu en az bir
yanliglayict yorumu oldugu, (2)’nin dogrulayici yorumundan anlasiliyor. (3)’de x yerine E
yazdigimizda (3) yanlis olur, ciinkii OzoE bir teoremdir, “mantik¢a” dogrudur; oysa Oz6 ~E,
0z6@’e esittir. Kiimd, aksiyom olduguna gore, onun degillemesi olan Oz6@ yanlistir.

Acaba (2)’yi yanliglayan, (3)’ii dogrulayan bir 6bek bulunabilir mi? O zaman hem (2),
hem (3) teorem olamaz. Boylece Oz 6begini tiimleyenin hem kiime hem de yine bir 6z 6bek
olabilecegini gostermis oluruz!

Bu calismada, (3)’ii dogru kilan en az iki obek oldugunu gostermeye c¢alisacagim.
Bunlar, Oz ve Og 6bekleridir. Oz ve Og 6bekleri siralanmus ikilililerden olusurlar.

Oz = {< x, y > x = y}, bu 6begi 6zdeslik obegi olarak adlandirabiliriz. Bu 6begi
olusturan On liye X, ard liye y’ye esittir!

Og={<x,y> x ey}, buodbege de 6gelik begi denilebilir. On iiyenin, ard iiyenin
ogesi oldugu, siralanmis ikililerden olusan bir dbektir. Bu iki 6bek de 6z obektir.*

Simdi Oz’iin ve Og’iin tiimleyenlerini yazalim.®

~0z ={z: VxVy (z # <X, y> V X £y} )

~08 = {z: VXVy (z#<X,y> VX & y} (&)

Acaba (4) ve (5)’le dile getirilen obekler 6z 6bek midir? Bir débegin 6z 6bek oldugunu, su
teorem yardimiyla da kanitlayabiliriz.

VxVy (0z6y A y cx — 6z6x)° (6)

(6), bir acidan sunu soyliiyor: Eger 6z obek oldugunu kanitlayacagimiz 6bek, 6z bek
oldugu o6nceden kanmitlanmis bir 6begi icine alirsa, ya da bir bagka tiirli deyisle, 6z 6bek
oldugu kanitlanmis bir Obek, 0z 6bek oldugu kanitlanacak Obegin alt kiimesi ise, kanit

gerceklesmis olur. Oyleyse, acaba ~Oz ve ~Og’iin alt kiimesi olabilecek 6z bek var midir?

Ornegin:
Ix (x = ~Oz A Oz6x) @)
ve 3y (yc~0g A Ozoy) 8)

dogru mudur?
Yanit, “evet’tir. Bunun i¢in asagidaki onermeleri kanitlamak gerekiyor:
Og c ~Oz ©)
0z c ~Og (10)

* Lemmon, Teorem 168.

® Tiimleyen x, ~x olarak gosterilir soyle tanimlanir: ~x = { z : zg x}
Buradan Vy (ye ~x <> Kiim y A y&Xx).

% Lemmon, Teorem 100.



(9) ve (10) baktigimizda mantik¢a esdeger oldugu asagidaki teoreme dayanarak soyleyebiliriz.

VxVy (x €y = ~y € ~x)’

Oyleyse birinin kanitlanmas1 yetecektir! (9)’u kanitlarsak, Oz 6begin tiimleyeninin 6z
obek oldugu iki 6rnek bulmus olacagiz, boylece (3)’iin dogrulayict iki yorumunu yapmis
olacak, (2)’nin teorem olmadigim gostermis olacagiz. ( (3)’lin teorem olmadig1 zaten
gosterilmisti!) Kanit1 ¢oziimleyici ¢izelge yardimiyla yapiyoruz!

Kanitlayacagimiz sav:

Ogc~0z

Og ve ~ Oz’ii animsayalim:

~0z = {z: VxVy (z# <X, y> VX #Y)}

Og={<x,y> xey}

Og, soyle de yazilabilir:

Og={zIxIy(z=<x,y>Axey) }®

Kanita baslayabilir, 17 satirda bitirebiliriz:

1. m[{z:IxJy@z=<x,y>Axey)} c {z: VxVy (z #<X, y> VX #V)}]

(Savin Degillemesi)

2. KimaaAadxdy(a=<x,y>AXey) 1, Alt kiime tanimi
3. = [Kim a AVxVy (a# <X, y>V X #Yy)] 1,Alt kiime tanimi1
4. Kim a 2

5. Ixdy(a=<x,y>AXeYy) 2

6. a=<b, c> 5, Tikel Ozelleme
7. bec 5, Tikel Ozelleme
8. mKimavixdy(a=<x,y>Ax=Yy) 3, De Morgan

9. Ixdy(a=<x,y>AX=Y) 4,8, Modus Tollendo Ponens
10.a=<d, e> 9, Tikel Ozelleme
11.d=e 9, Tikel Ozelleme
12. <b, c>=<d, e> 6, 10

13.b=d 12

l4d.c=e 12

15.b=e 11,13

4 Lemmon, Teorem 46.
8 Lemmon, Tanim 28.



16.b=c 14, 15
17.beb 7,16
X 17, Diizenlilik Aksiyomu (Axiom of Regularity)’

Yukaridaki kanitta ulasilan 17. satirda be b’nin mantik¢a yanlis oldugunu gostermek

icin ¢oziimleyici ¢izelge yontemiyle kanmit1 siirdiirelim.

1.beb

2. Vx [x #J — Ty (yex A xNy =J)]
3.{b} # — Ay (ye {b}A {b}ny =)
4. {b} O

5.3y (ye{b}a {b}ny =)
6. fe {b}Aa {b}nf =L
7. fe {b}

8. {b}nf=J

9. Kimb

10.f=b

11. {b}nb=

12.be {b} Abebbe I
Dogru Yanlis

13.beb
X
1,13

(Kanitlanacak Onerme)
(Diizenlilik aksiyomu)

(2, Tuimel 6zelleme)

(Mantik¢a Dogru Onerme)

3, 4, Modus Ponens

5, Tikel Ozelleme

6

6

1

7

8, 10

11, Kaplamsallik Aksiyomu

12, Mantiksal Esdegerlilik

Boylece, Oz ve Og gibi iki 6z 6begin tiimleyenlerin de 6z 6bek oldugunu gostermis

olduk. Genel olarak soylendiginde 6z 6begin tiimleyeni kiime olabilecegi gibi (~E = &), 6z

obek de olabilir. (0z60z, 0z6~0z, Oz60g, 0z6~08).

? Lemmon, Aksiyom 10.



ABSTRACT

Is Complement of a Proper Class, Proper Class or Not?

It is well known that in Von Neumann- Bernays- Godel version of axiomatic set
theory classes are divided into two groups: sets and proper classes. Sets are members of other
classes and proper classes are not member of any class. In this paper, it has been proven that
complement of a proper class may be a set as well as a proper class. Two examples of proper
classes whose compliments are also proper classes are I and E.

Key Words: Axiomatic Set Theory, Von Neumann- Bernays- Godel, Sets, Proper
Classes, Complement.

0z

Bu calismada Von Neumann-Bernays-Godel’in gelistirdigi aksiyomatik kiimeler
kuraminda dile getirilmemis bulunan, bir 6z6begin tiimleyenin yine bir 6zdebek olup
olmadig1 sorununu irdeleyerek, ¢oziimle ilgili bir kamit veriliyor.Bu kanitla, 6z 6begin
tiimleyeninin hem bir kiime hem de bir 6zobek olabilecegi gosteriliyor.

Anahtar Sozciikler: Aksiyomatik Kiimeler Kurami, Von Neumann-Bernays-Godel,

Kiimeler, Ozdbekler, Tiimleyen



